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KUGELFUNCTIONEN EINER VERÄNDERLICHEN 


COEFFICIENTEN VON REIHEN, WELCHE NACH KUGELFUNCTIONEN ENTWICKELT SIND. 
VON 


DR. ANTON WINCKLER, 


PROFESSOR IN GRATZ. 


VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATIIEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM 20. MÄRZ 1860. 


Es ist bekannt, dass die merkwürdigen Eigenschaften der Functionen Xo, A, A... welehe 
in der Entwickelung 
1 

EE 
auftreten und welche gewöhnlich Kugelfunctionen einer Veränderlichen genannt 
werden, zuerst von Legendre gelegentlich seiner Untersuchungen über die Attraction der 
Sphäroide und die Gestalt der Planeten gefunden, in den „Savans étrangers“ Tom. X und „Mém. 
de l Acad.“ ann. 1784 et 1789 veröffentlicht und später in den Exere. de cale. integr. 5°” Partie 
p. 247 zusammengestellt worden sind. Diese Functionen sind bis in die neueste Zeit Gegen- 
stand der Untersuchung geblieben, wozu nicht blos ihre von Legendre nachgewiesene 
analytische Bedeutung, sondern auch die tiefgehende Verallgemeinerung ihrer Theorie durch 
Laplace in der Mechanik des Himmels und ihr Auftreten m ganz anderen Untersuchungen, 
wie z. B. in der Gauss’sschen Abhandlung: „Methodus nova integralium valores per appro- 
ximationem inveniendi“ und in der Theorie der hypergeometrischen Reihen Veranlassung 
gegeben hat. 


Ssd N N Ne 


Im Folgenden werde ich einige, meines Wissens nicht bekannte neue Eigenschaften dieser 
Functionen nachweisen, hierauf einige Methoden bezeichnen, durch welche die Entwickelung 
gegebener Functionen in Reihen, welche nach Kugelfunctionen fortschreiten, in vielen Fällen 
erleichtert wird, und zum Schlusse werde ich einige Eigenschaften der Co&fficienten 
solcher Reihen darlegen. 


38 Anton Winckler. 


Die in zahlreichen Abhandlungen zerstreut vorkommenden Resultate, welche sich auf 
die in Rede stehenden Funetionen beziehen, werde ich, wo es ihrer bedarf, entweder als 
bekannt voraussetzen oder dureh neue Verfahrungsarten direet ableiten, in allen Fällen aber 
bereits bekannte Resultate als solche ausdrücklich bezeichnen. 


JE 
Die allgemeine Form der Rugelfunctionen einer Veränderlichen ist durch die 
Gleichung 
We T a a 
a LEa EE ERC 1) (@n—3) 


gegeben und für alle positiven Werthe von z bestimmt; auch für n = 0 kann man den Werth 
von A angeben, es ist nämlich X, = 1. Für manche Betrachtungen ist es jedoch zweckmässig, 


die Bedeutung von A, auch für negative ganze Werthe von z festzustellen. So wie A. als 
1 


Coëfficient von 2” in der Entwickelung von (1 — 2z + 2?) ? nach positiven Potenzen von z 
definirt worden ist, so sei nun N\_, der Coëfficient von 27” in der absteigenden Entwickelung 


oder also 


1 r r > r Bu: R sd —n SÉ —n—1 
ea _._  \ EE E N eh... 


11-222 +2 
und es handelt sieh jetzt darum, die Coöffieienten dieser Entwickelung durch jene der früheren 
zu bestimmen. Dies geschieht sehr leicht, wenn man bemerkt, dass, wenn in der aufsteigenden 








1 6 . un Zë 
— für z gesetzt wird, dieselbe in die folgende 


< 


1 
vi — Io: +: 


übergeht und dass, wenn man nun diese beiden letzteren absteigenden Entwiekelungen ver- 


a 


gleicht, die gesuchte Relation 
—1 oder SE = SE (2+1) 


sich ergibt. 
Die Grenzen, zwischen welchen sich die Zahlenwerthe von A. befinden, sind in der 


Regel diejenigen, für welche x = — 1 und x = + list, und es ist bekannt, dass 
\=+lfre= +1 und Ass (—1)fürr = — 1 


Ich füge hinzu, das A, = 0 für r = 0, wenn x» eme ungerade Zahl ist, dagegen 


G ER D BCE i ! 
al 1) eene für v = 0. wenn n eme gerade Zahl ist. 
i 2 5 
Hi 


_. 


Die gemeinsehaftliche Quelle der wichtigeren Eigenschaften der Function A. bilden die 
Gleichungen, welche sich zwischen den partiellen Differentialquotienten sowohl der ersten als 


der zweiten Ordnung der Function 


teje 


amd re E E ir. ern 
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bezüglich der Grössen v und z aufstellen lassen. Diese Gleichungen hat bereits Legendre 
a. a. O. benutzt, ohne aber alle Resultate, welche sie zu liefern im Stande sind, daraus zu ziehen. 
Wie man leicht einsieht, ergibt sich durch partielles Differentiiren 





du o du ` 
— == Il dÉ S al} 
dz ( ) o de “ 
du r a du d'u gay du 
= BEE den 
de EE "Se 
du du 
= 
drdz t de 


Zieht man zuerst die Differentialquotienten erster Ordnung in Betracht, so gelanat man 
fe) 2 =) 5 
zu der Gleichung 


1 du 
— .— = (2-2) u 
u de 

aus welcher sich, da rechter Hand 


= = l — Be +2 


Dk 


und linker Hand für « die a Reihe gesetzt werden kann, weiter die Gleichung 


(1—2rz+ li, +, +3 N, +... N, +... JE —z [A+ Ana Ae ee A 


ergibt, die sofort nur bestehen kann, wenn 





a, NEN tr AE WE E 


gr 


ist. Wie man bemerkt, lässt sich diese Bedingung unter verschiedenen Formen darstellen, 
welche der späteren Anwendung wegen angeführt werden mögen. Dieselben sind: 


nX, — (2n—1) rX, + (n—1) X, = 


2 n : 2-+1 ,- 
Ra), — ud Ac T ae n+l 
2an + 1 2a + 1 


t së n al 1 2 d , E E ! 
EN Semer BEE = Int SE LA, Ss oder i Tigi A a) S (++ 1) BR = 
Sie stellen insgesammt die bekannte Beziehung zwischen drei auf einander folgenden Func- 
tionswerthen dar. 5 


Da ferner 








1 du 
—.— m 
e is 
so folgt in ähnlicher Art wie oben die Gleichung 
GE EN, NG dÄ. S = D SE 
(1—2rz +2 Ir 2 +2 kk TEA Nee +] 
da dæ dx - 


welche nnr unter der Bedingung bestehen kann, dass 
dAn a 


dÄ + 
u ee ER 
Ta er K 
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oder 
d (Arpit Ana) = SN SS 2x dÄ, 
dæ da 
ist. — 
Verbindet man die beiden bisher benutzten Differentialquotienten unter gleichzeitiger 


Elimination von a mit einander, so entsteht die Gleichung 


welche durch Einführung der Reihenform in 


EN, Ban. N, 
Zt... E 


ea] ks SE ER ki slz SE re 2 al 


ahs 
übergeht und als nothwendige Bedingung fordert, dass 


SÉIS a, 


da dæ 








= MA 


Man kann derselben cine andere Gestalt geben, wenn man bemerkt, dass der Ausdruck 
linker Hand, nämlich 
RT ER EE 
_ da de de nu; 





und also mit Rücksicht auf weiter oben gefundene Relationen 


npl (ar ER, 
2n+1\ dæ dx 





d (N EFN Aa) 


dx = (n+ 1) of = 


Die hierin enthaltene Gleichung 


EE — = (HD), 
welche für die vorliegenden Betrachtungen von besonderer Wichtigkeit ist, wurde meines 
Wissens zuerst von Christoffel in der Abhandlung über die „Gausssche Quadratur* 
(Crelle, Journal Bd. 55, S. 67) jedoch auf einem von dem obigen verschiedenen Wege gefun- 
den. — Es ist nieht ohne Interesse, dazu auch noch auf einem andern Wege und zwar direct 
von der Darstellung der Function X, aus zu gelangen, welche zuerst Ivory und später auch 
Jacobi (Crelle, Journal Bd. 2, S. 224) fand, und wonach 
1 de (a? — 1)" 
Den, Got 
ist. 
Differenturt man diese Gleichuug, so erfolgt: 
dX, In Be 
de re da” 


oder, wenn man eine der angezeigten Differentiationen in der That ausführt: 


A 1 ri (a 1er (a E (2 —2)29] 
œ ar) m TE Zee Te 
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folglich, wenn man den Ausdruck rechter Hand in zwei Theile zerlegt 


UNa Za — T d'=, (ee 1 a (N 


den EE ve e 2.4...(@n—4) ` br? 








Daraus ergibt sich nun ohne Weiteres die Gleichung 


AN, N 
n = 2 Ih il AU u= 
dx ( 4 ) it dx 








welche mit der oben erhaltenen zusammenfällt. 

Setzt man nun in derselben nach einander n—2, n—4,n—6,. . für » und addırt dann 
alle sich daraus ergebenden Gleichungen, so wird man finden: 

Wenn 2 gerade 





ENT, z 3 
-= EE 
SE 
Wenn z ungerade 
EN 


— = (UI A + (2—5) Aa + 229) So kk DA +1 


dx 
welche Gleichung sich ebenfalls in der oben bezeichneten Abhandlung, ohne die Unterschei- 
dung ob n gerade oder ungerade ist, angeführt findet. 
Mit Rücksicht auf die weiter oben erhaltene Gleichung 


dX, 8 NT 
= N 
dx e dæ 








r 


ergibt sieh hieraus auch die Relation 
Na 
r 


aL 





= nX, + (Rn—3) Ayo + (R7) A, + Or—11) Xr H. 


Von den Gleichungen zwischen höheren Differentialquotienten lässt sich die folgende 
hervorheben. Differentiirt man nämlieh die oben gefundene Gleichung 


N sn Ir d A. i d deg 247 N 
ne zeg er SES 25 


dx dx dx S 


("— 1)mal nach einander, so ergibt sich 
Be 


N AN, N da, 
— 2 — = (2 dn 1) —— 
dur dx? dur d: = 





woraus hervorgeht, dass, wenn man die Ordnungszahl der Differentiationen in jedem Gliede 
um eine beliebige Anzahl r — 1 erhöht, dadurch weiter nichts geändert wird, als dass die 
rechte Seite der Gleichung 2 (r—1) mal a in Rechnung gebracht werden muss. 


3. 
Ausser den bereits benutzten Relationen zwischen den Differentialquotienten von «u sind 


noch die folgenden von besonderer Bedeutung, die sieh aus der Bemerkung ergeben, dass 


Be 1 f 
Hys- — (1-2) 


Denkschriften der mathem..-naturw. Cl. XXI. Bd. 6 
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und dass, wenn man die im vorigen Art. gefundene Gleichung 


du du 
(eh =z 
de dz 


auf beiden Seiten mit (x—2) multipheirt, die Gleichung 


1 du du 
E CG Se | wer `" F P J 3 


u” 





entsteht. Diese letztere in Verbindung mit der bereits -o Relation 


1 du 
=r S Le 
a du 
vibt sofort 
du du 
1—2°) — = Aë — 2 Lë 
( e de ( ) dz 
odor endlich 
m dr du 
_— —— = u — (22): 
z dx ( ) dz 


Setzt man nun in dieser Gleichung die Reihe für x, so geht sie über in 


C 8 RR 
a) [E + TEE eng D deg 


rn 
ee... Bee, je + Sek +...+ me, kl 





d 
de dr 


und diese Gleichung kann nur bestehen, wenn 
GANG, 


(aan. ae, + De 


oder 


AS S g 
(1— °) T =A NA a A) 





Berücksichtigt man ausserdem die Gleichungen des vorigen Artikels, so lässt sich diese 
Bedingung auch die folgende Form geben 
n (ki X 
2a +4- l i 





1—2’) = N, A) MEN A) S hn 


Differentiirt man die letztere Gleichung, so findet sich 


EN, de le) 
9% [E | 


dl e et dx 








Da aber im vorigen Artikel sich die Gleichung 


d A N) D Si 
dë ER 


ergeben hat, so folgt 





di A 
—ın ee (| S A = 
(1—.”) T De u (+1) X, 
oder dureh eine leichte Umformuug 


dd SC | 


SE + rnt) NA = 0 
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Die beiden letzteren Gleichungen, welche zuerst Legendre a. a. O. auf ander Wege 
fand, sind die Differentialgleichungen der Function A 


n 
a 


4. 


So wie im Vorhergehenden Beziehungen zwischen drei aufeinander folgenden Functions- 
werthen gefunden worden sind, so lassen sich auch solche zwischen einer grössern Anzahl 
derselben finden. Einige hierher gehörige Fälle verdienen bemerkt zu werden. Aus der Glei- 
chung für u folgt sogleich 


1 = (1 — 2r: + z ”| AN + Na poo SF AA Feel 


und da diese nur bestehen kann, wenn sowohl der Coëfficient von 2” als auch jener von zë" 
für sich gleich Null ist, so folgt i 


N E Wen, d A EN R Ka Ge Ee EE ar GE 


+ 9 N; + Se JONS + NN == ee ar WEE 
SE het, d 


so wie auch 
re ek ee... 
Be SE, Eë, Be AÀ ON., F EC E Ke GE 


> >: FE e ee +] 


= 


Auf folgende Art kann man auch die Entwickelung des reciproken Werthes von u 
erhalten. Es ist 


oder, wenn man die Multiplication ausführt 


1 du a ee = a N S S $ 
=.: = Za + (XAA) 2 + NA) Lt (EA Na) 24 


und wenn man auf beiden Seiten nach z integrirt 





1 i ` o g : S BE 
— — + Const = z\,2 + (2X — A) kk LA An) — + 
u 2 n+l 
Da nun v = 1 ist für z = 0, so folgt für die verlangte Entwickelung 
v1-2e + = 1 — rX + (Aal) kk Ama) a 
Soll aber die Reihe x nicht enthalten, so muss man von der Relation 
> n A nti 
zÄ, = —— X — N, 
i e 2 Des a 
Gebrauch machen, vermittelst welcher man erhält 
MS — A, 3 NN, 5 Al, , A.A A. A, 
HI Bos td] Rate SÉ SC er er — "+ 
$] ri f at q 


SCH) Anton Winckler. 


Ordnet man die Reihe nach den A. so nimmt diese Gleichung die folgende Form an 


— BE Es a z 1 BE 1 
le N ——1|z ——— ISAL = ZN 
Wer 73 EI ach E =) ech dE sl ut. 








Wie leicht einzuschen, liesse sich die Anzahl derartiger Resultate beträchtlich vermehren. 








ð. 
Die in Art. 3 abgeleitete Gleichung 
m SAn dN p S 
(1—z*) SC SE SS + m (m+1) Xn, = 0 


führt, wenn man darin » für m setzt und dann die Gleichung 


GK N, 4 
— 9% N 
SS Dee z +n (n+ 1) Ar 0 





(a 


mit der vorhergehenden durch Subtraction verbindet, zu einem bekanıten scht wichtigen 
Satze. Man findet nämlich 





ə = EN, ` GE e dh, 2 dAn ` 2 
Far Bern Ren] ano 
und wenn man zwischen den Grenzen — 1 und + 1 integrirt, wobei sich die beiden ersten 


Glieder linker Hand, nämlich 


|): Ea TE Es SC J ; 





i dæ og JL 
aufheben, so erfolgt 


+1 
A A, dx =] 0 


—1 


fr (n +1) — m (m+ 1 


Was zunächst den Coefficienten in der Klammer betrifft, so gibt derselbe, gleich Null 
gesetzt, die Gleichung 


am JL ms Lu 


welche, nach m aufgelöst, die beiden Wurzeln 





m =n , m = — (n+ 1) 


liefert. Für alle anderen Werthe verschwindet jener Coëfficient nicht, muss also das Integral 
Null sein, so dass, mit Ausschluss der Werthe m, und m, immer 


geck? 
J XA ee 


SC 


SH 
und dieses ist, wie man sieht, ohne Ausnahme der Fall, wenn man für m nur positive von 2 
verschiedene Werthe setzt. Auf diesem Satze beruht bekanntlich die Methode für die Ent- 
wickelung gegebener Functionen in Reihen, welche nach Kugelfunetionen fortschreiten. Was 


nun aber die Integrale 
en: BE 


Í A eaa e ; J A de 


=] =] 


Über einige neue Eigenschaften der Kugelfunctionen einer Veränderlichen ete. 45 


bet, so sind sie einander gleieh, wenn man, wie in Art. 1 geschah, Ar e und ale ein 
ander gleich erachtet. Man hat daher nur das letztere Integral, dessen Werth offenbar von 
SI S o D e a $ on o ig . D D D D 

Null verschieden ist, zu ermitteln. Für diese Werthbestimmung jedoch gibt es meines Wissens 
nur ein direetes Verfahren, nämlich jenes von Legendre, und es scheint daher nieht ohne 
Interesse zu sein, noch eine zweite, kürzere Herleitung jenes Werthes zu kennen, welche von 
einem ganz verschiedenen Gesichtspunkte ausgeht. Multiplieirt man nämlich die in Art. 2 


erhaltene Gleichung 





durchgehends mit X, und integrirt hierauf zwischen den Grenzen — 1 und + 1, so geht sie 


SS SE +1 
n [ Ae — Tat, dx, — f IDE 
— 1 


= —1 


dadurch über in 


Was zunächst das zweite Integral auf der rechten Seite der Gleichung betrifft, so ist das- 
selbe nach der in Art. 2 begründeten Gleiehung 
N 


da 








= kä 


3) An + Dä) Su +. 


offenbar gleich Null, und für das erste Integral findet man durch theilweises Integriren 





x 1 i 1 
[3x Xd] =1— fX ds 
=i =i 
so dass man die Gleichung 
en 1 u 
nem l— Is dx 
Er SEN 
erhält, aus welcher 
SE > j 
N a S= 
S Intl 


folgt. 
Die Legendre'sche Bestimmung besteht dem Wesen nach darin, dass das bestimmte 


Integral 
EZ dæ 1 1+3 y: 


= — los 


Moan Vis "lU 





nur von dem Product yz, nicht aber von y und z einzeln abhängig ist, so dass, wenn man die 
beiden Seiten in Reihen entwickelt, die Gleichung entsteht 


EE 
fax Br + Xy + Ay + a D EE SÉ 


=] 


1 2 1 A 1 2n 
Het 


woraus sich gleichzeitig die Resultate ergeben, dass 


+1 +1 9 
P m| emme: 
[ X, X,d =0 , f Xde = SCT? 


A a 
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Den bisherigen Ergebnissen füge ich einige Bemerkungen bei. Multiplieirt man die 


Gleichung 


1 : = 
e, == A +- ar Zi + SS Si + GD + SS g" + 208 
Ar 


mit A. od und integrirt zwischen den Grenzen — 1 und + 1, so wird man 


a” Ad Ian 
N } A231: ~ Dpi 


= 








erhalten, worin 2 jeden beliebigen, zwischen — 1 und + 1 liegenden Werth haben kann. 
Integrirt man hierauf nach z zwischen den Grenzen a und b und kehrt auf der ersten Seite der 
Gleichung die Integrationsfolge um, so erfolgt 


de 2 (+1 — art) 
AR ee EE 


oder, wenn man die Integration nach z ebenfalls ausführt 
gpi Ee 
S er Fe De 1 a (Deri_art+1 
SE log EAN a a a dr = SE ) 
a— z + ya — Zil (2+1)(2r+1) 


— A 


Dies ist der einfachste Fall einer Reihe von Ergebnissen, welche sich aus der allgemeinen 








Formel: 
Er A f (2) dis 2 A 
£ 5 een = gh SH S 
H Aul L y1— 2224 z Zut J © JOlBE 
SE a a 
finden lassen, wenn o und b als zwischen — 1 und + 1 legend vorausgesetzt werden. — 
Ohne mich weiter mit derselben zu beschäftigen, will ich nur noch bemerken, dass die An- 
nahmen x = — 1 und z = + 1 zu dem Resultate 
1 D AS D E = 
E = ~ en a EN 2 
p li "Ha Zut 
— — 1 
führen. Eben so leicht ergeben sich aus den in Art. 4 abgeleiteten Gleichungen die beiden 
Integrale T en 
N, SS SÉ AE ch gaang, zb Ge | Ge = Ve] 
ea 


2 


Ei 


> A + er... Ar A A Ee Al E EA Jon = 0 


St 
Da indessen A, A... eine gerade Funetion ist, so versteht sich die letztere Gleichung 
von selbst. — 
Endlich kann man noch bemerken, dass aus einer, zuerst von Dirichlet in seiner Ab- 
handlung „Sur les Séries dont le terme général...“ (Crelle, Journal, Bd. 17) gefundenen 
Formel, wenn & = cos y gesetzt wird, die Gleichung 


(n a) D s A WE (a+1)na(an—1) r; E? W (243) (2+2) (a+1)a(a—1) (2 —2) si Ta 


\,=1— = Be > Po, u 
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sich ergibt, welche mit du = — sin y dy multiplicirt und in die oben erhaltene Formel 


Ti dn ay2 
Vin Su LI 


substitwirt, zu der Gleichung führt 











94/9 o 2 o = a 
u (r+1)n y (n+2) Geen D ri e 
=) I sin en IERCH 5 sann 1 2. cos — dy 
aus welcher durch Ausführung der Integration die merkwürdige Reihe 
1 =: 1 (n+i)xz 1 (n+?) (mtia —1I) ` 1 (a43) (n42) a +1) n(n—1)(u—?) 
w m e um 5 17 go E m a Ar 


erhalten wird. 


OS 


Unter den bis jetzt gefundenen Formeln sind einige einer wesentlichen Verallgemeine- 
rung fähig. So lässt sich aus der in Art. 2 abgeleiteten Gleichung 
AN, 
D 
da 





= nA, + 2n3) A, + (nä N + Or—11) A, 


e AN, B 
eine Entwickelung von o" Ee finden, wenn man von den ebendaselbst nachgewiesenen 
da 


Gleichungen 


IV N 3 N. (a+1)\, 
e — = = N : =. xN, = EE 
aX 


dx Së 2a 1 
wiederholt Gebrauch macht. So z. B. ergibt sich 
UN Ép ee 
= EEE N ne EE 
dx Zut 2a + 1 
u. s. w. In gleicher Weise lässt sich £” X, in linearer Weise durch die Functionen A darstellen. 
So findet man z., B. 








Dr enD) N 














= Ge n (2—1) X (Cr—l) Deckt EES e (a+1l)(a+2) q- 
A N S een A 
Je" ` ai) rD r3) “O T Pat) ana) “7 
UAN 5 a 
Auch für lässt sich dasselbe erreichen und zwar kann man auf folgende Art zu 
A 


S E dÄ, 
einer allgemeinen Formel hiefür gelangen. Differentirt man nämlich die Formel für SCH 
s Ai 
so findet man nach einigen einfachen Reductionen 

NN 


J = 1. (22—1) (22—383) Jp + 2 (22--3) (22—31) Aa + 3 (25) (la—11) Xps + 

Differentürt man auch diese Gleichung, so erhält man 
E = Zeck Ee EE 
+ 6.(22—5) (2n—7) (2n—13) A, + 10 (2a—T) (än) (nl N. +. 


und durch D ganz gleiche Verfahren 











SES 


E, 
f da 
1. (22n—1) (22—3)(2Rr—5) (22 —7) Ait 4 (293) 
+ 10 (22 —5) (2”— 7) (22—9) (?r— 15) X, + 20 (22—7) (22r—9) (22 — 11) (27 





(22—5) (2r—7) (Ar—11)X,-; 
ee ante 





48 Anton Winckler. 


Aus diesen vier Gleichungen lässt sich hinreichend deutlich der Fortgang der Zahlen- 

FAN, 

coëfficienten und übrigen Factoren erkennen. Was die ersteren betrifft, so bilden sie für —— 
offenbar eine arithmetische Reihe, deren allgemeines Glied 


m (m+1) (m+2).. .(m+r—2) 
LSC 


ist. Bezeichnet A einen Summationsbuchstaben, wird » > 0 vorausgesetzt und ist ¿ die grösste 


; Lei 
in 1 + —— enthaltene ganze Zahl, so hat man 








EN, Gr 
Lët dæ" 
X SE (Ga 011. Dënn DEA BE, An 
Co Für 7 = 5 erhält man hieraus 
E nä ën äi fa a 

+ 5 (2n—3) (2n—5) (2n—7) (2n—9) (?2n—15) A, 

na rn er) Pre N, 

+ 55 (22—7) (?22—9) (2n—11) (n—13) (2»—21) A, 

N 
u. s. W. 


SA 


Von der so eben entwickelten allgemeinen Formel lässt sich eine Anwendung machen. 


— sS 
enthal- 





3 See : 3 : S ; S m 
Bezeichnet nämlich x einen zweiten Stellenzeiger und ist Æ die grösste in 1 + 


tene ganze Zahl, so hat man analog wie oben die Gleichung 


x 
ll 


Be 


2 = = EC +s—2) 


ei) (2m—-22+ 1) (2m—22—1)...(?2m-22—2s +5) (2m—42—2s +5) Xn 
3 = 2 


il 
ae | T a AA e BE er 
Multiplieirt man diese Gleichung mit jener für E und integrirt hierauf zwischen den 
= 
Grenzen — 1l und + 1, so wird nach dem Satze, dass, zwischen jenen Grenzen genommen, 


das Integral des Products zweier Kugelfunctionen nur im Falle gleicher Indices einen von 
Null verschiedenen Werth erhält, die reehte Seite der Gleichung immer verschwinden, wenn 


ma u 
oder also 


Al Ges ZE 





L= = > > 


gesetzt, keine ganze Zahl für A—x gibt; denn erhält man hiefür keine ganze Zahl, so enthält 
das Enges sicher keine Glieder mit Rugelfunctionen von gleichen Indices. 
Hieraus ergibt sieh der Satz: 
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Wenn die Ordnungszahlen r und s der Differentiationen von Null ver- 
schieden, gleichartig (entweder gerade oder ungerade) dagegen die Indices m und a 
der Kugelfunetionen ungleichartig (eine gerade, die andere ungerade) sind; oder 
wenn rundsungleichartig, dagegen m und » gleichartig sind, überhaupt also, 
wenn der Ausdruck 








keine ganze Zahl gibt, so ist immer 


wi N N l 
n 3 m T; S e 
AJ KC därs Er o 








Zi 
Um den besondern Fall, in welchem s = 0 ist, etwas näher zu betrachten, will ich 
zunächst voraussetzen, es sei 


m Dn — r 
so ist immer noch 
+1 - 
COT 
bet E ar = 
Set 
Setzt man aber voraus, es sei 
m < n — r 


und es seien m und 2n — r gleichartig; wird ferner 
m — m = r = I 


und p als eine ganze Zahl vorausgesetzt, so ist 


L EN a o (+D (+2) (+8). (e+r—1) 





A dr = 8 (2n—?2p— 1) (2n—2p—3).. .n—2p—?r +3 


de EE 
—1 


n—m— 1 


Hieraus findet man fürr = 1 und wenn p = —, eine ganze Zahl ist 


ati 
J AL an die = 2 
E ” da 
E LV 
was, wie bekannt, richtig ist. 
Nimmt man endlich an, es sei 
m < —r 


es seien aber m und z — r ungleichartig, und 
p= eo) 
gesetzt, gebe für p eine ganze Zahl, so ist immer 


api > 

Sr 
A 2 dx == Q 
D GE 


=a 





n—m—? 


Hieraus findet man für r =1 und wenn p = ` 


eine ganze Zahl ist 


was, wie bekannt, ebenfalls richtig ist. — 


Sch 
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Reit 
oO 


Als Ergänzung des betrachteten allgemeinsten Falles nehme man noch an, es sei 


IHR Gees 


Zul 
A i Si 


= 








in der That eine ganze Zahl. Dann wird der Werth des Integrals 


dx 





in ae, EN, 


dx” da? 


D 


1 








: : ; a EA, 
erhalten,wenn man die allgemeinen Glieder der für — und * aufgestellten 
dx dt 
zÄ 
Summenausdrücke mit einander.und ihr Product mit e multiplieirt 


2r—2r— 4+5 
und für à, x alle diejenigen Zahlen setzt, welche für à— x den oben bestimmten 
Werth geben und so beschaffen sind, dass X zwischen 1 und (and x 
zwischen 1 und A liegt. 

Diese Sätze, welche mancher Anwendungen fähig sind, haben eine gewisse Analogie zu 
jenen, welche Legendre a. a. O. in den Exerc. gefunden hat, und durch welche der Werth 
des Integrals 

7: N i 


de” ` dar 


(1—2") dx 
SE 
erhalten wird; es ist aber klar, dass dieses Integral in seiner Art weniger allgemein als 


das so eben erörterte ıst. 


SE 


Wie im Eingange bemerkt, betrifft der zweite hier zu erörternde Gegenstand die Begrün- 
dung emiger Verfahrungsarten, durch welehe in gewissen Fällen die Entwickelung gegebener 
Functionen in Reihen, welehe nach Kugelfunctionen fortschreiten, wesentlich leichter wird als 
nach der gewöhnlichen Methode. 

Es ist bekannt, dass die Entwickelung 


ee Sa N E 


einer Function f (x) nach Kugelfunctionen, erhalten wird, wenn man die Coäfficienten A, 


durch die Gleichung 


bestimmt. Der Anwendung dieser Vorschrift stellen sich, wie dies ebenfalls bekannt ist, in 
gegebenen Fällen nicht selten Schwierigkeiten entgegen, welche darin bestehen, dass der 
Coöffieient A, wegen des unter dem Integralzeichen vorkommenden Faetors X, in unüber- 
sichtlicher Form erscheint, welche selbst in den einfachsten Fällen die Reductionen nicht 
erkennen lässt, welehe daran angebracht werden könnten, oder dass, wenn sich A, überhaupt 
nicht in geschlossener Form finden lässt, das bezeichnete Verfahren keinen Anhaltspunkt dar- 
bietet, wie man wenigstens zu einer recurrirenden Beziehung zwischen zwei oder mehreren 
auf einander folgenden Coëfficienten gelangen könne. Bevor ich mit der Auseinandersetzung 


r 
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einiger anderen Methoden für die Bestimmung der Coëfficienten mieh beschäftige, scheint es 
zweckmässig. anzugeben, was unter A, verstanden werden soll, wenn » negativ ist. Die im 
Folgenden vorkommenden Fälle, in welchen negative Indiees von A, eintreten, sind so 
beschaffen, dass für sie eine Definition hinreicht. Der Analogie nach scheint es am angemes- 
semtensschben 50020, |, , zu setzen, we rüber \, = .\, 


n=l 


gesetzt worden ist. so dass 
hiernaeh gleichzeitig 





ll a = l eg 


ist. Es versteht sich, dass an dieser Erklärung durchgehends festgehalten werden muss. Der 
Nutzen derselben besteht in der nieht unbeträehtlichen Vereinfachung maneher Formeln, ins- 
besondere derjenigen, in welehen Summenausdrüeke vorkommen. 


10, 


Ein Verfahren zur Bestimmung der Coëfficienten A,, welches sehr nahe liegt, aber noch 


n? 


nieht benutzt worden zu sein seheint, ergibt sich aus der Bemerkung, dass jener Coëfficient 
erhalten wird, wenn man das Integral 


2an +1 8 R fie) de 


o 2 ; EEE: 
SE I — 2ez +: 


nachdem es ermittelt ist, aufsteigend naeh Potenzen von z entwickelt und den Coöfficienten 





EI 


von 2” daraus nimmt. Da in der Regel der Nenner V 1 — 2xz + z” viel einfacher, jedenfalls 
übersichtlicher als A, ist, so wird das Verfahren im Vergleieh zum oben bezeichneten, maneh- 
mal den Vorzug verdienen. Das Integral lässt übrigens noch eine Umformung zu. Setzt man 
nämlich 
l S UNE DEEN A tdt 
l= Bra d r =f, aM a‘ 


so nimmt das Integral die Form an 


Um eines besondern Falles zu erwähnen, nehme mau an, es handle sich um die Ent- 
wickelung der Function 


, 1 
S Di u a-u 
dann entsteht der Ausdruck 
Zen dt 
DI Ve TE 4 
Cr+) f l+ 2az p — 


1—: 


für welchen man nach näherer Ausführung erhält 


Al BEE ee Ee 
oder in etwas anderer Form 
2n + 1 








— oo. 1 
flog (o Let vı + 2az + z’) — log Kess 


or 
19 
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Was nun die Entwickelung des einen oder andern dieser Ausdrücke betrifft, so kann sie, 
dem speciellen Falle angepasst, sehr eimfach in der folgenden Weise geschehen. Aus der 
Definitionsgleichung der Funetionen A ergibt sich 








r dz Y Eee 
ee Z— ož jj A 1 A 2 ES ET e o 
f yl-2x:-+2° 2 3 í 
oder also, wenn man die Integration ausführt 
— 8 og 23 gu 
log (z — x + Vi 22 72) = log U E A L oao d en L, 
Setzt man hierin o = — a und bezeichnet mit do, %, gu... %,. . dieselben Functionen 
von @ swelele Ap Aio Ay oco Naan TON a aind so madet man 
E EE = g? gnti 
log (a +a + V1 + 2az +2) = log (1+a) + az — a-z + Been + nt GC 


Daraus folgt nun die Gleichung 
2a + 1 e kel VlLLäns ts ` 
2 er > men) 
22n +1 1 a+ i 
e | 


Dem letzteren Ausdruck aber kann man auch noch die Form geben 




















z z anti 
F a= +%> SE U + 











ze Ass 2 D SÉ 
a 2? arti 
+ Ent Ulass t a. f p irat fasat + 3 S SE kä Sc, R / 


Daraus suche man den Coëfficienten von 2”, so erhält man 


i 1 
A, = (—1)" (2n+1) a, . log V S 


` 
Zo Xn—ı KEE XəXn—3 KEE n—1 Si 

















oaae - T 


n n—1 n— H 1 
Wenn man unterscheidet, ob » gerade oder ungerade ist, so lässt sich der Ausdruck in 
der Klammer auf die Hälfte der Glieder zurückführen, und man kann dann das Resultat . 


dieser Rechnung in folgendem Satze zusammenfassen: 


Wenn 
1 


a+ x 
gesetzt wird, und wenn œo; Gu, @,... dieselben Funetionen von o wie A, A, As, - . . solche 
von x sind, so sind die Coöfficienten A bestimmt dureh die Gleichungen 


Aon = (4n + 1) x 
\ © zit na ` Da X an—1 KEE Da Xan—3 An—ı&n 
| 10g E A) En MEINT ll 
A = E 


E a— n (2 5 Ao Kon r Gu Lon—ı L Ama On Ani Zu Ga 
Co dman d E SE 2... DEE 
Eh WEE Eu Ji Lone) 2 2y 3(22 —1) 4 Er a(n +2) i (a+1) (22 +2). 


durch welche die explicite Bestimmung der Coëfficienten gegeben ist. 





SENN J> AA, + AA Lt Aan Aon + Se RE 
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Durch das gleiche Verfahren gelangt man auch zur Entwiekelung 
log (a+ x) = AS, + AA, + 4A ke 
wobei die Coëfficienten aus der aufsteigenden Entwickelung des Integrals 


Dm I 2 log (a+2) 


oder, um die Rechnung zu erleichtern, des nach o genommenen Differentialquotienten des- 
selben zu finden sind. — Ebenso hat man für die Entwickelung 


(atr = AL, + AU + Ad + 
den Ausdruck 
22 + e? (a+) da = 22 +1 IEN + 2az + 2 — EF 
V 


2 a 


und für die Reihe 
arctg ax = AL, TAU + A +: 


das Integral 


22 


Za LI pite: 1-+2a2 + 2° — ti 
Se di arctg Le 


1—z 


u. s. w. zu betrachten. 


i 


Zur Bestimmung der Coëfficienten A ist in letzter Zeit ein in vielen Fällen zweckmässiges 
Verfahren (s. die Abhandlung von G. Bauer im Journal von Crelle, Band 56) eingeschlagen 
worden, welches darin besteht, dass man die Gleichungen zu llilfe nimmt, die sich ergeben, 
wenn man die Entwickelung 


e BEER 


0 


einer Integration nach x unterwirft; man erhält dadurch in vielen Fällen eine weitere Glei- 


ehung, welche wenigstens eine Relation zwischen den zu bestimmenden Cocffieienten liefert. 


©? 
Dieses bis dahin nur auf einzelne Beispiele und insbesondere nur auf die aus der einmaligen 
Integration hervorgehende Gleichung angewendete Verfahren lässt eine Erweiterung zu, 
welche hier in Kürze näher bezeichnet werden mag. 

Man multiplicire die angeführte Gleichung mit dx und integrire sie dann zwischen den 


Grenzen v und + 1, so erfolgt 
1 S 1 i 
m d = > Aly f A d 
0 D 


und wenn man dasselbe Verfahren noch # — 1 mal wiederholt 


1 1 1 1 SCH 1 1 1 1 
[x faz... [de Ire EE IA VE [dx f X.de 
S = i = Ze E S 


E 
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Nun lässt sich, wie bekannt, sowohl die rechte als die linke Seite dieser Gleichung durch 
einfache Integrale ausdrücken; führt man zunächst rechter Hand diese Reduction aus, so 
findet man 


ehr wi e Ca ze ea = = pil Sy = sa $ | 
RTE SA jr i A, dz — rx A,dz + x jz Xde —.. F | marc: 


n=0 x x 2 ES 





Bezeichnet man mit Y, dieselbe Function von y, wie A, eine solche von x ist, so kann 
man die r + 1 Integrale unter ein gemeinschaftliches, auf die neue Veränderliche y sich 
beziehendes Integralzeichen bringen, wodurch man den Ausdruck 


ll) — |) (p= 2 
n = =F = Dr e a en E r} E 


A Y, (20 dy 


erhält, so dass die oben gefundene Gleichung die Form annimmt 


fef far. B (2) de == trija | Y, . Lë 21 


ro 








fae — rT y E 


E 


oder einfacher 


Würde es sich um eine Verifieirung dieses Resultats handeln, so hätte man sich nur zu 
erinnern, dass die linke Boite der Gleichung ebenfalls in die Form 


Te 7 
be z [50 e =p 


gebracht werden kann und also 


=l 


H Fi) eo) dy = Sa / Y. (e—a dy] 


ist; diese letztere Gleichung ergibt sich in der That, wenn man die ursprüngliche mit (xz—y) 
multiplicirt und dann zwischen den Grenzen x und 1 nach y integnirt. 

Was nun aber die Benützung der aus wiederholter Integration hervorgehenden Gleichun- 
gen zur Bestimmung der Coöfficienten A betrifft, so dient hierzu nicht sowohl die so eben 
ausgeführte Umgestaltung des Ausdrucks 


oe Juin S [x du 


als vielmehr die folgende, welche sich auf die De, der Function A, gründet. Aus 
einer im Art. 2 entwickelten Formel ergibt sich nämlich 


1 
z AS Alm 
De on 
2 Zu EI 


£ 
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so dass also neben der Gleiehung 


a een 
0 


aueh noch die folgende 


Al, 


Ire dx — = en EN, Se SE 


besteht. Man kann den letztern Sumnienausdruck so transformiren, dass blos A. statt A, mit 
demselben Index hinter dem Summenzeichen vorkommt; man muss aber dabei an der Bedeu- 
tung festhalten, welche den Grössen X, und A, für negative Werthe von n beigelegt worden 
ist. Zerlegt man nämlich jene Summen in zwei Theile, so ist 


L S 
SE E e PET ak 7 


t42 





Die letztere Form aber li#sst sieh in 


r = / Al; ae — 
EE e ) E 
EE 





A A ‘l 


zerlegen, worin sich die Ausdrücke vor dem Summenzeichen gegenseitig aufheben, so dass 
man die Gleichung erhält 


+3 In—1 


d = sly H ddai D 
Ire =) Er EE 


Diese Gleichung, in anderer Form dargestellt, bildet die Grundlage für die Methode der 
Coöfficientenbestimmung, welche in der oben bezeiehneten Abhandlung zuerst benutzt worden 
ist. Unterwirft man diese Gleichung einer abermaligen Integration, so ergibt sich in gleicher 


Weise wie oben 





F il D r 
j A = Al, ee SE — An 
CE a zl EES 
3 WER o\22+3 Zus 2r +1 


Um auch hierbei den Ausdruck hinter dem Summenzeichen blos durch A, auszudrücken, 
zerlege man denselben in zwei Theile und transformire jeden, so wird 


wi | al a+1 A. 1 ) A = Al; +2 Al n BS 
Ieren en veer Jl eege SE Ai z S j 
WEIER 2r—1/ änt _ı\22+5 Zut 


S All al N wei ( A, A n—? ) N 
EE EE 
DEIER Sum A Sail +ı\2r +1 Inh) Ar 


N 





Lässt man ferner die beiden Summen rechter Hand mit O statt mit — 1 und + 1 anfan- 
gen, so werden die Ausdrücke 


Ail > 1 e 
(5 Ar da) A — ( A A.) x 
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ausgeschieden und heben sich offenbar auf, so dass man erhält 


fr (etz 3 (y—x) f (y) dy = 
= Ais SA Alk r 
| —— - — — —  —— — | x, ee 
ES (2n+3) (22+3) (2rn—1) CR (22n—1) (Din lg E 


Wie man in dieser Weise weiter gehen kann, bedarf keiner Auseinandersetzung. 


12. 


In manchen Fällen lassen sich die Quadraturen nicht in endlicher Form ausführen, 
welche in den so eben entwickelten Gleichungen vorkommen, während dies gleichwohl bei 
einem der Integrale 


Tomé Tartan Tac 


der Fall sein kann. Da sich nun, wie leicht einzusehen ist, diese Integrale ebenfalls mittelst 
der Coeffieienten A wie f (x) selbst nach Kugelfunctionen entwickeln lassen, so liegt hierin 
öfter ein Mittel zur Coöffieientenbestimmung. Multiplieirt man die Gleichung (1) des 
vorigen Art. mit x und addirt sie dann zu (2), so ergibt sich 





Anpa Dal, A, E 
f yf U) dy = SU One) Cr) T GC SE 


SI A as 
y STE E n=l ] ON 
E 2 27 l 5 





Da nun 





x n = n+l 
en, an 
z Jy Za LI " 


so kann man den letztern Summenausdruck in zwei Theile zerlegen und jeden derselben 
einzeln transformiren, wodurch man findet 


























S n + 1 At seg Alan N = S N An = Al X 
o 2an +1 (2243 Ir—il on el Wëll Zen G 
so dass sich die Gleichung ergibt 


Ki (”+2) Ante An (n—1) An z 
IEN ai Ge pe (2n+5) R (2n +3) (2n—1) = (2n—1) (2R—: | SE (1) 


Auf ganz gleiche Weise kann man auch die Integrale 


JEFO) dy . 


ausdrücken. 
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13. 


Die Betrachtung ciniger besonderen Fälle wird geniigen, den Gebrauch der so cben 
abgeleiteten Formeln zu zeigen. Angenommen, es handle sich darum, die Function cos ax 
nach Kugelfunctionen zu entwickeln, so bestimme man zunächst 


1 1 H D 

SIn a cos @ — COS X 

TEE 
"o zZ ie 


a 
a a” 


und es ist daher nach der Gleichung (2) des Art. 11 








sin a COS a — COS 4X S Aura SL Se 2 
(1—x) fe ag ne gm zt Nee ee ar zo A, 
a o L2Rr +5) (2n +3) (22+3) (2—1) (22—1) (22—3) 


oo 
Da nun cos ax = ZA, A, und v = Au so erkennt man auf der Stelle, dass diese Glei- 
H 


chung nur bestehen kann, wenn 














sin o oos a 1 2. 1 1 
Be ls eh ec 
sin o 1 2 1 

S STEE EE 


und für alle Werthe von 2, welche die Einheit übertreffen 


A, 1 2 A y Aa EE N) 
(22 —1) (2n—3) 2 (= e (2n+3) nl SE (2Ra+5) (n43) ` 


Es ist für sich klar, dass die vorliegende Entwiekelung nur Glieder gerader Ordnung 
enthalten kann, dass also A,,,, = 0 sein muss; da ausserdem 


sin @ 





A, ce jeosax de — 


so folgt 








A, = Jä E 2 =) sin a i 1 x 


US. NG, 
In ganz ähnlicher Weise lässt sich anch eine Relation für die Coefficienten der Entwicke- 


lung von sin ax ableiten. 
D 5 5 ` 5 . . a? ` . . ` D 
Als zweites Beispiel will ich die Function e ^” betrachten. Hier tritt die Gleichung (1 
I E 
des vorigen Art. in Anwendung und man hat 


1 ba 5 
Be Ee 
EE E 
IER dy — 2a? 
= 
Da nun 
oo 
nr ya ai Ka Gi 
€ e = 2 Ar Aa 
0 


so ergibt sich aus jener Gleichung unmittelbar die Bedingung 


oo 2 3, se (n42) Aata ER (na—1) Al | S 
“A së — 9aN A 
7 Aa See E (n+35) (2r+3) (rl) Gs-AfGx-21l " 


Ka 
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aus welcher folgt 


= 
| 
ll 


a At gt Al 


und für alle die Null übertreffenden Werthe von a 





(a+2) A 1 il (a—1) Aus = 
(2n+5) (an +3) E ale (2R+3) BEN EE 


Nun ist 
Dee ee se io af 
DIE e E 775 +: 


— iİ 
und da 


so wie überhaupt Jun = 0 ist, so folgt 


15 2, D 
A=g i)a e | 


Es können also alle Coöfficienten durch die einzige Reihe, welche A, darstellt, ausge- 
drückt werden. 
; e 1 
Nimmt man drittens an, es werde ———— für f (x) gesetzt, so folgt 
Vır da 
D ydy Vierz E DE 
—_—= 00 
VI Een 


Da aber 


VI Lens +e) EAX 
D 


Dei 
es (4. Bee 0 ler x.) 
0 

so braucht man nur für a? X, den im Art. 7 hierfür abgeleiteten Ausdruck zu setzen und den 
Summenausdruck, wie dies bereits wiederholt geschah, so zu transformiren, dass hinter dem 


Summenzeichen nur X, vorkommt, um zur Gleichung 


Vie = 


= of fl Au (2243) + fe (2a—1) (a+1) (a +2) ` ) y 
d Ge LZ (22n—3) (22—1) (221) (22+3) A (22+3) (2+5) Wan | E 


D 





zu gelangen. Gleichzeitig aber folgt aus der Gleichung (1) des Art. 12 für den vorliegenden 
Fall 

Vi A e HILL dr = 
Ge 5| (n42) Aura A, (a—1) E | Es 


(Gast (Gantäi EE GESEIS (2n—1) (22— 5) 
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Addirt man also diese Gleiehungen, so ist es leicht die nothwendigen Bedingungen anzu- 
geben, welchen die Coëffieienten A genügen müssen. Insbesondere erhält man für n = 0 


u. s. W. 
Alle A mit ungeradem Index sind Null. 


14. 


Der dritte Theil der vorliegenden Erörterungen betrifft, wie in der Einleitung bemerkt 
wurde, die Nachweisung emiger Eigenschaften, welche die Coëfficienten der naeh Kugel- 
functionen fortschreitenden Reihen, oder also die bisher mit A, bezeichneten Grössen besitzen, 
wenn dieselben als Functionen einer Grösse « betrachtet werden. Unter diese Eigenschaften 
könnte man zunächst rechnen, dass sieh die Werthe mancher bestimmten Integrale von Func- 
tionen, welche mit der Reihe in Beziehung stehen, durch deren Entwicklungscoöffictenten 
ausdrücken lassen. Ich beschränke mich hier darauf, ein einziges Beispiel dieser Art anzu- 
führen, welches sich ın den Formeln des Art. 11 von selbst darbietet. Hat man nämlich auf 
irgend eine Weise die Coëfficienten der Reihe 


ar A TAN Lt... EAN: 


'efunden, so ist, wenn ~ eine positive ganze Zahl bezeichnet 


IER 1 
KEDHO de = 














1 r(r—J) 1 r(r—1)(r—?) (r—3) 
fi 3 12 = . ae + DEER EE | A, 
LI Lrfb-Aifb-äi 1 zf-fr-äif-Aifs--Al 
" E "EE 1.2.3.4.5 r / es 
2 r(r—l) 4 r(r—1) (r—2) (r—3) 6 » (r—1) (r—2) (r—3) (r—4) (r—5) 
Ee: Fa More "Ss 1.2.3.4.5.6 = ur 
2 r(r—1) (r—2) 4 r (r—1) (r—2) (r—3) (r—4) 6 r (r—1)...(r—6) 
K ze ra ern So E A 
2 | 2.4 r(r—1)(r—?2)(r—3) | 4.6 r (r—1) (r—2)(r S la 
WE ere oe oa cu Fu — "E S 
A Dadl r (r—1) (r—2) (r—3) (r—4) 46 r (r—1) (r—2) (r—3) E R | A 
2. IS nos See nt Ve E 
+ 


Das Gesetz der Coöfficienten dieser Reihe, welche, wenn r eine positive ganze Zahl ist, 
von selbst abbricht, lässt sich deutlich erkennen. 

Von grösserm Interesse als diese Benützung der Coöfficienten A sind jedoch die Rela- 
tionen, welche zwischen diesen selbst stattfinden. Einige hierher gehörige Bemerkungen mögen 
vorangehen. — Wenn in der Gleiehung 


J (x) = AoA F A,A, Je As A SE A,A, SE 
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einmal x = — 1 und dann x = + 1 gesetzt wird, so erhält man nach Art. 1 zwei Gleichun- 
gen, aus welchen folgt 


FDC) 


ci 


As + A +A +:...+ Au Fo 





1)—f(—1 
ce ee aa a 
Setzt man An x = 0, so ergibt sich 
1.3 wa, By 
A — ap u A554 u E 


2a 2.4.6.8 


. . H . . d Xon . . . . 
Multiplieirt man die Gleichung für f (x) mit =; integrirt sie dann zwischen den Grenzen 
— ] und + 1 und beachtet den in Art. 8 gefundenen Satz, so erfolgt: 
dÄ 





> 
A,+ A +4 d Ah Hat Ami = y Lët 


DH .. H dA, H . D D . 
Multiplieirt man dagegen mit SE so ergibt sich in ähnlicher Weise 
x 





1 SE dat 
DEE EE EE ET 


Man kann hieraus die Summe der 22 ersten Glieder finden und zwar ergibt sich 


Ale: d [Xon + Xama] 


EE T E zm d 


Lässt man z ohne Ende wachsen, so geht diese Gleichung über in 


je a +4, 
lim JE A ET 
Da ausserdem 


l EE 
E EE ECH SE 
EI £ 
so gelangt man für zn = 00 zu der weitern Gleichung 


Yan Je. ne = 2-1) 


und wie leicht zu sehen folgt aus diesen beiden Resultaten, dass 





tim. [F Ze =f (+1) N 





lim SFE de EI tU 
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Ich füge noch bei, dass, weun man die Gleichung 


Hd), dX, DEN dX, io 
e San a u 








einmal mit A. und dann mit Xa, multiplicirt und hierauf zwischen den bisherigen Grenzen 
integrirt, die beiden weiteren Gleiehungen 


kee 
A + Anne r Ayrı F Aue +...= 5 E . dx 





Dp g 
Aonya a At Sp Aonts AE Aas H GE ES es 2 E dx 


sieh ergeben. Die durch diese Gleichungen ausgedrückten Eigenschaften der Coëfficienten 
liegen, wie man sieht, sehr nahe und gelten so allgemein als für eine gegebene Function f (x) 
die Entwiekelung naeh Kugelfunctionen überhaupt statthaft ist. — 


19. 


Den so eben gefundenen Gleichungen, welche die Summe einer endlichen Anzahl von 
Gliedern der durch A, A,,. -gebildeten Reihen in Form eines Integrals bestimmen, kann man 
andere zur Seite stellen, welehe ähnliche Summen durch Differentialquotienten jener Glieder 
ausdrüeken. Hierzu führt die folgende allgemeine Bemerkung. 

Es sei a eine Function der beiden von einander unabhängigen Grössen o und g, ferner 


seien in der als möglich vorausgesetzten Entwiekelung 
Don ANA ee nnd‘, 
0 


die Grössen A Funetionen von x von gegebener Form, und A die als Functionen von a zu 
bestimmenden Coöfficienten der Reihenglieder. Diese Coöfficienten A lassen sich immer unab- 
hängig von der Charakteristik f bestimmen, oder wenigstens durch Gleichungen definiren, in 
welchen dieselbe direct nicht enthalten ist. Man kann nämlich f dadurch allgemein eliminiren, 
dass man die angeführte Gleichung partiell einmal nach x und dann nach o differentiirt und 











DR : ; 
sofort An wegsehafft. Dadurch ergibt sich dann die Gleiehung 
a 
du dA = Ah - «dal A 
=A \ 2 Ska A - DN A = wf = 
dæ D do de da u da Sp un d t | 
du dÄ. dA, u AN, ) 
— — — + 4A — +...+4 +... 
da | ° dæ p dx m CA Se + dæ T f 


Ich werde unter Annahme besonderer Formen für « einige Anwendungen von dieser 


Gleiehung maehen. Die erste derselben sei 
BER 


durch welche man, wenn ausserdem noch x” für A, gesetzt wird, bekanntlich die Taylor- 


sehe Reihe herzuleiten pflegt. 
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Hier nun sollen die A insgesammt Kugelfunctionen bezeichnen in der bisherigen Bedeu- 
tung. Da alsdann die obige Gleichung in 


S — dA, w di 
SE SE E da zu Se da ars .+ X, n T + VG en 
es dX, St di. 
EE, ne 


übergeht und die sämmtlichen Differentialquotienten der A vermöge der in Art. 2 begrün- 

deten Gleiehung 
IN, 
dæ 





= (?r—1) Aa + (E=) Ask (2r—9) X, +- 


sich wieder durch Kugelfunctionen ausdrücken lassen, so kann man den Ooefficienten von A, 
aus der Gleiehung suchen und gelangt auf diese Weise zu der Relation 


1 dA, 








lee Sr zen =F An Ee E + Toe — Ze LI da EE Dk E D (1) 
Da aber eben so auch 
1 deln42 
Zon SF un SIS A de ERR SS 


sein muss, so erhält man durch Subtraetion der beiden Gleichungen: 


ar 


(an +5) — — (Rn +1) — = (2n +5) (2+1) A 


und hieraus folgt zugleich, dass die Coöfficienten A in drei auf einander folgenden Gliedern 
die merkwürdige Eigenschaft haben, dass 








Anz 
(E da = za E + Const. 
ist. — Wenn man ferner die Gleichung (1) und die daraus abgeleitete 
ı Be 
Zn == A s> Ss e als Ba SE mE FT 


dureh Addition verbindet, so findet man 


1 dl i dA 
A SES) E eg 
p P Aer S Aa F Ze LI da Zu L3 de 


oder, da die Summe linker Hand durch 
fle+1)— (d + A + 4 +... + A) 
ausgedriickt werden kann, so hat man, wie sich leicht ergibt: 


Lo diy An, 


E a aa Sa 





Über einige neue Eigenschaften der Kugelfunctionen einer Veränderlichen cte, 63 


so dass man also die Summe der z ersten Glieder der durch die Coeffieienten A gebildeten 
Reihe durch die Differentialguotienten ihres ob" und (n + 1)” Gliedes ausdrücken kann, 
Wenn man z ohne Ende wachsen lässt, so erhellt zugleich, dass 


r Lo dák 1 dA) o 
a eng ehr. bei 
ist. Da aber - 
Daly E ZK 


SET 
a A,de = —— J (Cn) o Ap on > 





Dadil” a 2243 
so folgt weiter 


DÉI 
lim EE er doe = Q 
5 a 


Es ist eine nothwendige Folge dieser und der weiter oben entwickelten Grenzgleiehungen, 
dass A. mit wachsendem » ohne Ende abnehme, was sich indessen aueh unmittelbar aus einer 
von Laplace in der méc. cél. V. 5. Livre XI. abgeleiteten Formel ergibt, wonach sich A. 
wenn 2 = €0s D gesetzt wird, für sehr grosse Werthe von » dureh den Ausdruck 


cos ID + sl 0 — —) 


y = sin O 


ersetzen lässt. 








16. 
Dureh ein Verfahren, welches dem so eben angewendeten durchaus analog ist, findet man 
ferner 
1 dA 1 dá 
d, tA o A; ER EE E 
e EE SE 4n+1 da An+3 da 
Da aber 
Ay — Am + Maan Au = Ao — di + A —... + Au E frt 
so gelangt man zu der Gleiehung 
1 dis, 1 dia, 1 
A, — A, + 4 — A ee ee ee ee an 
ıt A ii EE 4 Jan LI da 4n+3 da: ` 


Die bisherigen Ergebnisse führen auch noch zu den beiden Summenformeln 














| SE 
Aa EL de A ht Ae Lk, ck 4, bass 2 rs da 

| Ale ee er 
Bu ine er E 


wobei 


eegen il 
da De da Dr 2 
i 
dA, D T d (eda) 3 ; 
= 3 ee du = = fla+1) + Fla—1) — 24, 
— 1 
u. s. w. 
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Der so eben betrachtete Fall, welcher sich auf die Annahme u = a + x besicht, gibt 
noch einigen weiteren Erörterungen Raum. Da nämlich 


d’f(a+x) Si d’f(a-+x) 


de dar 
so lassen sich die Betrachtungen des vorigen Art. verallgemeinern. Es sei zunächst r = 1 
man gehe also von der gs aus 
2 = GE 
A, ge u 
Wi 
EX, EN N 
FE: 


Nun lassen sich, wie in Art. 7 gezeigt wurde, die Differentialquotienten zweiter Ordnung 
von As, A,,. dureh diese Grössen selbst wieder ausdrücken, indem 
dN, 


e 1.(2r—1) (?2n—3) A, + 2 223) (2Rr—7) At, 
e 





Sucht man daher nach geschehener Substitution aus der vorhergehenden Gleichung die 
Glieder, welche A. enthalten, so erhält man 











d’A, 
T= (2n + uh .(22+3) Act 2 @r +5) Au +3 Or +) Ae H- / 
worans Mir w = 0, elek 
d'A er 25 3 
De 1 3 A, + 2.5 A4 +H 3.7 4 + 4.9 A; +.. 
tA, Pir 
E = 3 11.544 2,7 áp Æ 59A, HAN Arte) 


u. s. w. Da aber 





EA, i 7 (a+1) df = 





da’ da da 
GA, 3 (df (a+1) df (a—1) 
da” > E | da = da le N) T fa 


so kann man also dureh die Differentialquotienten 
df (a+1) df (a—1) 
da da 


die Reihen rechter Hand summiren. 
Für» = 3 erhält man, ebenfalls mit Rücksicht auf die Formeln des Art. 7 


BA, Ke 
az EIER fi (2241) (22 +5) Ans + 3 (2r+5) (n47) A, 
+ 6 @n+7) (2n+9) An + 10 (2249) Gm ae E N 


Diese Gleichungen, welchen die Entwickelung 


ee en E 
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zu Grunde liegt, liessen sich leicht noch vermehren; die bisher angeführten, auf welehe ich 
mich besehränke, mögen hinreichen, die Behauptung zu rechtfertigen, dass nicht nur den 
Kugelfunetionen X sondern auch den Entwickelungs-Coefhcienten A eigenthümliche Sätze 
entsprechen. 

Wie von den bisher gefundenen Resultaten in besonderen Fällen, wenn z. D. einer der 
Ausdrücke l 
; -(a+2)”, log (a+r), et 
für f (a + x) gesetzt würde, Anwendung zu machen ist, bedarf keiner nähern Auseinander- 
setzung. 


dr 


Zu einer weitern Anwendung der allgemeinen Gleichung des Art. 15 nehme man an, 


es werde 
Ui E5 CAE 


gesetzt; es entsteht dann die Bedingungsgleichung 





dA dA dA, 
N ee, EE A, - a 
j | ° du 7 a " da ir 
| EN, d, N, ] 
rd a Ale Ge 
SE ER EE f 
Da nun, wie in Art. 2 gezeigt worden ist, 
SE? = = See 
e nX, + (2n—35) A, + An!) Ant, 
Uw 


so können in jener Gleichung alle Glieder in linearer Weise dureh die Functionen A ausge- 
drückt werden und wenn dies geschehen ist, so kann man die Coëffieiènten von A. auf beiden 
Seiten jener Gleichung heraussuchen und gelangt auf diesem Wege unmittelbar zu der Relation 





dl, 
u nA, + n41) Ha + Ara Zus + ssaa HI 
Bemerkt man nun, dass mie == t{ludz = — 1 
EE e D e ee a 


ZG—aizs A4 — A, t Ae Lk, LG, Lk, 
und dass also 


(a) dE 
Mose ae At F Alag + e m Sg SH 2 = (21, + Ss SE A =F re sl A 


EE 
Sc? 2 








slants Sg Aas T Aga re = == (A, Sp ls e 4, REESEN + Sg 


so ergeben sich aus (1), wenn man darin einmal 2» und dann 2» + 1 für x setzt und jene 
Gleichung mit den beiden letzteren verbindet, die folgenden Formeln: 
SE flA +Ff(—a) 1 (2n l dis, ) 
Zr) EE cn „419, ee 


dl 41» Pa o i +15 Zn 
0 2 il; JP ila == IT I 2 m l a Eu 








Kg Lean 1 d dl 
A + As At den FEN A aen (Crt Aan — e D 


Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXI. Bd. 9 
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Es ist nicht ohne Interesse diese beiden Gleichungen auch noch auf dem folgenden, von 


dem vorigen gänzlich abweichenden Wege herzuleiten. — Die Coöfficienten A, sind wie 
bekannt durch die Gleichung 
Sail fe 
2, =, aa 


bestimmt. Differentiirt man dieselbe nach o, wodurch sie in 


"ll, 224+ 1 A 
EE E (ax) X dx 


=i 





übergeht, bemerkt man ferner, dass 
er DAA, S= e E 


so kann man das Integral in zwei andere Integrale zerlegen und erhält 











deln 
2 =r IR (ax) dr + (n-+1) Pins (ax) dx 
da S 
Ey 
woraus man durch theilweises Integriren weiter findet 

dA, 2n en Tree n J 
z Id + Golf Lais u ME — ale 
bar = Ze d vi 


Drückt man nun ‚die beiden Differentialquotienten von N,_, und A. gemäss den in 
Art. 2 entwickelten Formeln durch die Functionen A aus. so wird man finden 


a 


2 Br a l ir (a) SS (Int EE = d (ax) m A, + BRT) X a Jaa 





S +1 
as Gë m (ax) le n+ I) A M En (22—3) Ne + = / dx 


=i 


Die Integrale aber lassen sich durch die Coëfficienten „I ausdrücken, folglich hat man 





a Dë n (a =<] == 2, 
1 — (Lal kt 1) g a) 1 Se ( SIS AJ "ee (ei E cl 


SE A.C 
22-1 da 2 A 4 n e ) 


Es bedarf keiner Auseinandersetzung was nun weiter zu tlıun sei, um die beiden Formeln 
herzustellen, welche sich auf dem früher eingeschlagenen Wege ergeben haben. 
Wie die auf die Annahme x = ar sieh beziehenden Gleichungen dieses Art. in beson- 
deren Fällen, z. B. wenn einer der Ausdrücke 
ar 


S EE Ee 


tiir f (ux) gesetzt wiirde, anzuwenden wären, bedarf eben so wenig einer nähern Bezeichnung. 
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18. 
Als dritten besondern Fall der allgemeinen Gleichung des Art. 15 will ich annehmen, 
es sci 
u = 1 — 2ra + œ 

also 

du du 

— = — u , -— =2(a-—r) 

d dm 


Man erhält dann als Bedingungsgleichung für die Coöfficienten 














— GL = ih — Gil q den 
af X, T ZE Tal An an. +... = 
dÄ, a GH, EN, l GE 
(x—a) 1A, SE E? A. Se + A, Er +... + A Ee +.. / 


Man kann nun das im vorigen Beispiele bezeichnete Verfahren benutzen, um sowohl die 
Grösse w als auch die Differentialquotienten der A fortzuschaffen. Ist dieses geschehen, so 
suche man die Coöflicienten von A, heraus, zwischen welchen dann die folgende Gleichung 








- D j dA, 
en ..) + (aA, — Anpa) Ar (a Ars) SE 2.20 9 —— Ip 1 [ Ak = V N a De (1) 
stattfinden muss. Die in’s Unendliche gehende Reihe kann also durch das Glied A, und seinen 
Differentialgnotienten summirt werden. Eine schr leichte Verification dieses bemerkenswerthen 
Resultats ergibt sich, wenn man beispielsweise 


setzt, wofür 
dA, 


da 


= n och 





ist und die Gleichung in eine Identität übergeht. 
Es ist nicht schwer, auch die Summe der » ersten Glieder der A in ähnlicher Weise 
auszudrücken. Man braucht zu dem Ende in der Gleichung 


aa N + ae 


nur A zs + 1 und = — 1 zu setzen, so führen die beiden hieraus entstehenden Gleichungen 


FStü-9)=A+ArLr.... 
Iro] =, —A+L—...- 


zu den beiden folgenden 


—af! — fA FaF 
re ER Anys + ant? +..= AE SEF (A; F ER SE sls SE SE 


A 


(EA UE 
Ayla Ek Aan + Ayıra +... = Ale a E kel Ss A, Se A, Tree EEN 


gez 
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und es ist nun leicht, aus (1) die Gleichung 
(Ao — &4,) + (A, — aA) + (A — aA) +--+ (Aan — 4A) 
1 1 delon 
= zia- De a)? EDET == dn-+1 Ion 1) A, + u l 


da \ 
abzuleiten. — Diese Gleichung kann aber auch auf dem folgenden Wege erhalten werden. 
Indem man nämlich, analog wie im vorigen Art. aus 








2 1 
A, = ias ji ier xa + a) A, dn 


sa 





durch Differentiiren die Formel 





A dE 





dda ` Zeil We 2 df (u) 
da wa er 
—1 


ableitet, und bemerkt, dass 


df) _ e—a df (u) 


da a dæ 





so erhält man 











Idla 2; 7; 27 E dfie 
dd, _ SEH zx EE au E 


da dx 


e/ 


=i — 1 


Im ersten Integral ersetze man (22 +1) x A, durch 2 Ana + (2+1) An unterwerfe 
die ganze rechte SC der Gleichung der theilweisen Integration und berücksichtige die im 
Art. 14 bewiesene Gleichung 


SE N ) 
JE S ls dx = 2 e = SE de A SS e " 


“so wird man bald zu dem durch die frühere Betrachtung gefundenen Resultate wieder 
gelangen. 

Dieses Resultat aber ist, in gewissem Sinne, einer Verallgemeinerung fähig. 

Setzt man nämlich 


u = q (a) + säll 


wofür 














da dr 


dito Ee E (a) P y =) 
Y (a) Ain 


und 
ee k 
d = fr [o (a) + zb (a)] A. dz 


ist, so kann man offenbar auch schreiben 


dA, Bu Zu LI S = df fal 
EE SH (a) + xy (a) A. E dr 
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und dieser Gleichung die Form geben 











dA, =. nl ENG sg F 1 Y (a (a) ` a br 
N EUO ae Henn + aD Aa 
=Í SE 


Integrirt man wieder theilweise und verfährt überhaupt g ganz GER) wie in den beiden 
vorhergehenden Art., so wird man finden 


el, T AE =F E Be SE Ss et 4 dt (a) E ES =F aha SS Cie SF A SIE EC gd = (a) 
= Ja toi + A alle Anik (U ela) — Ya) few.) 








Zi Zul lA 
D EE 
22+ 1 R 2un +1 da 
Wenn in dieser verallgemeinerten Formel o (a) = 1 + ei und ¢ (a) = — 2a ist, so erhält 


man die oben angegebenen Resultate wieder. 


19. 


Die Entwickelungscoëfficicnten A, von welchen bisher die Rede war, haben noch eine 
andere Eigenschaft, welche, obgleich sehr nahe liegend, doch nicht bemerkt worden zu sein 
scheint und interessant genug ist, um in Kürze erwähnt zu werden. — Sind nämlich die Ent- 
wickelungen zweier Functionen ¢ (x) und d (x) nach Kugelfunctionen gegeben: 


o (x£) = AX, + Au + AMA +... FAN bk 
4 (x) = Irada d MaA I BoMa dk ooa N P oc 
werden diese beiden Gleichungen mit einander multiplieirt und integrirt man die daraus her- 


vorgehende Gleichung zwischen den Grenzen — 1 und + 1, so ist das Resultat dieser Opera- 
tionen offenbar in der Gleichung 


ne) oo op 
f eil 4 (2) de = SLP, ie 


0 D 
— Í t 


enthalten. Das rechter Hand allein stehen gebliebene Integral hat 





zum Werth, so dass ' 
ECH 
sich die ganze rechte Seite auf 

= BEIN Da 

o Shol 


reducirt. Der hierdurch bewiesene Satz lässt sich also in folgender Weise ausdrücken: 


Wenn 
> po e Za LI 
A DT Tata Kar, B, HL Tag Ze 


D 


sët — 1 








gegeben sind, so ist 





1 1 1 IL 20 
ABa + "o AB; == T AB: + ... + SET AD, Ke KE 3/?® Y (x) dx 


Dieser auf die Entwickelungen nach Kugelfunctionen sich beziehende Satz ist jenem von 
Parscval (Mém. présentés T. I. Paris 1805, p. 638), welcher für die nach Potenzen fort- 


in D Pr gt: D > SZ S D 
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schreitenden Reihen gilt, ganz analog. Er lässt sich leicht durch die folgenden, sehr einfachen 


Beispiele verificiren. Setzt man 


so ist 


und 





—1 


so dass man die Gleichung erhält 





1 1 1 ldg 
ii — + — L = — log 
SR 3 5 A 7 a7 BE es 
welche bekanntlich gilt, so lange — 1 < z2 < + 1 ist. E 
Nimmt man an, es sei 
I 1 
al) = A El 
vl+2x:+ vi = Ima Le 
so ist 
SE =" H Den = SC 2 
Ayyı = Se Ba = GE 
und man hat 
dn 1 Dr 





am: +1 

o eode a sela 

f: E kete zk VIE are sin - 
= 


—1 


+ 
u 
i 


oder also 


are tang 3 


Der obige Satz liefert hierfür die Gleiehung 


l hl 1 a: 
Lë Leeër 2 +...= —aretangz 
Ə DI D z 


welche, wie ebenfalls bekannt, richtig ist, so lange — 1 < 2 < + 1 bleibt. 
Endlich sei 
1 1 
J y1 — ai yY1—2x6+ 
Da nun, wie ich fand, allgemein 


DI 





4n +1 (»-+1) (n42)... 2af 

dE Ee en 

also auch 
7 oo , E 9 947? 
E SS = fi SE 2 1 ma cLa i Xal 

) 1 SS 2 1 S UE 

und da 
IB, = OI 


ist, so hat man die Gleiehung 
+1 de ES T(a-t1) DCH ECK ON 
i besen ee A 
ët 1 — gz? D Ee 7 4 
Indem ieh die vorliegende Arbeit hiermit beschliesse, behalte ich mir die Anwendung 
mancher darin nur im Allgemeinen besprochener Sätze für eine spätere Gelegenheit vor. 





D 


